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* Das Wort ,Projektion* wird in der Kartographie nicht nur in dem in
der projektiven Geometrie iiblichen engeren Sinne gebraucht, sondern steht auch
allgemein fiir Abbildung. Da dieser Sprachgebrauch eingebirgert ist, ist im
folgenden neben dem Worte ,,Abbildung* als gleichbedeutend die Bezeichnung

. Projektion benutzt.
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Projektion von Collignon, p. 279.
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Lickerts fliicchentreues Trapeznetz und Kreisringnetz, p. 279, FuBn. 69 und p. 280,
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Planigphiire von Aitow, p. 280.

Flachentreue Planisphiire von Hammer, p. 280.

Gewdhnliche polykonische Proj. (amerikanische polyk. Pr), p. 281.

Rechtschnittige polykonische Proj. (des englischen War Office), p. 281.

PreuBische Polyederprojektion (projezione naturale), p. 282.
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Kreisnetz von A. J. van der Grinten, p. 284, Fubn. 83.

Projektion mit geringster Lingenverzerrung von ZT'ssot, p. 285.
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Quincuncialprojektion von (. S. Peirce, p. 289.

Konforme Projektion von August, p. 289.

Xonforme Projektion von P. L. TIschelyschoff, p. 289.

1. Einleitung. Da die Erdoberfliche keine abwickelbare Fliche
ist, kann man sie nur in der Weise auf eine Ebene oder ein Stiick
einer Ilbene abbilden, daB man mehr oder weniger die Entfernungen,
die GroBen der Flichen, der Winkel usw. indert’). Je nach den Be-

1) DaB eine Kugel nicht in den kleinsten Teilen kongruent auf eine Ebene
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diirfnissen, welche die Karte befriedigen soll, wird man der Erhaltung
oder wenigstens der geringsten Anderung dieser oder jener Grofie bei
der Abbildung den Vorzug geben, z B. der Erhaltung der Winkel
oder Erhaltung der Flichen. In anderen Fillen wird man versuchen,
fiir die Bilder der Meridiane und Parallelkreise mdglichst einfache
Kurven, z. B. Gerade oder Kreise, zu erhalten.

Die Diskussion der Bedingungen, die in den verschiedenen Fillen
zu beriicksichtigen sind, die Aufsuchung der Wege, auf denen man
das gewiinschte Resultat erhalten kann und endlich die Herstellung
des Liniensystems, das das Kartennctz liefert, bilden denjenigen Zweig
der mathematischen Geographie, den man als Kartenprojektionslehre be-
zeichnet. Zur Kartographie im weiteren Sinne rechnet man noch die
Darstellung der Hohenverhilltnisse, die Wiedergabe der ,Situation”
(FluBnetze, Wegenetze usw.) und im weitesten Sinne auch die Lehre
von der technischen Herstellung und Vervielfiltigung der Karten. Von
diesen Dingen wird hier aber, da die mathematischen Gesichtspunkte
dabei zuriicktreten, nur teilweise und kurz die Rede sein.

Bei der Herstellung des Kartennetzes macht es einen wesentlichen
Unterschied, ob der Mafstab der Karte grof oder klein ist?). Unter
dem MaBstab versteht man, allgemein zu reden, das Verhiltnis der
Linge eines Linienelementes im Original zur Linge seines Bildes?®)
(Lingenverhilinis oder linearer DModul). Ist dies Verhiiltnis gro8
(etwa groBer als i), s0 kann man auf einem handlichen Blatte nur
ein relativ kleines Stiick der Erdoberfliche abbilden. Dies Stiick kann
man aber praktisch als eben betrachten, so daB in diesem Falle das
Kartenblatt cin innerhalb der Grenzen der Zeichen- und Messungs-
genauigkeit vollig getreues Abbild der Wirklichkeit darstellt. Krst
wenn der MaBstab Kleiner ist, so daB man ein groBeres Stiick der
Erdoberfliiche auf einem Blatte abbilden kann, spielen die Verzerrungen

abgebildet werden kann, hat wohl zuerst L. Kuler bewiesen, vgl. Petrop. Acad.
Acta 1777, 1., p. 107—132, speziell § 9.

2) Nach dem MaBstab pflegt man die Karten in topographische Karten
(MaBstab groBer als etwa 1:500000) und geographische Karten (MaBstab klciner
als etwa 1:500000) einzuteilen, wobei man die beiden Abteilungen noch wieder
in Unterabteilungen zerlegt. Neuerdings teilt man auch in Spezial- und General-
karten ein.

3) Das genannte Verhilltnis &ndert sich in der Karte im allgemeinen von
Punkt zu Punkt und ist auch in den verschiedenen Richtungen in einem Karten-
punkte im allgemeinen verschieden. Um diesem Umstande Rechnung zu tragen,
definiert man als MaBstab genauer das Lingenverhiiltnis in einem bestimmten
Punkt (gewdhnlich in dem Mittelpunkt der Karte) und in bestimmter Richtung
(z. B. im Meridian).
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GriBen dritter Ordnung gleich groB und hat den Wert:
(69) e= As*— 2Bst + (3 — A)¢t".

Die Konstanten 4, B und die Lage des Nullpunktes sollen nun nach
Tissot so bestimmt werden, daB der groBte Wert von & im Bereich
der Karte im Minimum wird.

Dic Linien gleicher Verzerrung sind, wie aus (69) folgt, je nach
der Wahl von A und B Ellipsen, Hyperbeln oder Paare von par-
allelen Geraden; praktisch kommen meist bei Erfiillung der vorstehenden
Forderung nur Ellipsen in Betracht. Z'ssof hat ein mechanisches
Verfahren angegeben, wm in einfacher Weise die verfiigbaren GrofSen
zu ermitteln. Man stelle sich Ellipsen mit verschiedenen Achsen-
verhiltnissen, etwa fiir die Werte 0; 0,1; 0,2;...;1, dar und verschaffe
sich von jeder Sorte cine Anzabl dhnlicher Ellipsen von verschiedener
GriBe. Man zeichnet nun eine Hilfskarte des abzubildenden Landes und
sucht zuerst von jeder Sorte Ellipsen diejenige kleinste aus, die bei
gecigneter Lage das Land gerade iiberdeckt. Unter diesen Deckellipsen
wihlt man dann diejenige, fiir die der den Achsenwinkel halbierende
Durchmesser den kleinsten Wert hat. Der Mittelpunkt dieser Ellipse,
wenn sic das abzubildende Land deckt, bestimmt dann den Nullpunkt, die
Lage und GroBe ihrer Achsen die verfiigharen Konstanten. Ein ana-
loges Verfaliren wiire auch mit Hyperbeln und Paaren paralleler Ge-
raden anzustellen; es 1ist aber in praxi von vornherein meistens zu
ibersehen, daB diese Kurven zu schlechteren Resultaten als die El-
lipsen fiihren.

Ist das abzubildende Land ungefihr symmetrisch zu einem Meri-
dian oder Parallel, so vereinfachen sich die angegebenen Formeln; man
hat dann bei dem beschriebenen mechanischen Verfahren die groBe
Achse der Ellipse senkrecht zu der Symmetrielinie des Landes zu
stellen. Ergibt sich auBerdem aus den Versuchen noch der Wert
von A nahe bei Null oder Y, so gibt man A4 genau diese Werte und
erhiilt dann sehr cinfache Formeln. Der letzte Fall (4 = 1) liefert
eine echte Kegelprojektion®).

Analoge KEntwicklungen lassen sich auch fiir die Abbildung

90) Kompensative Kegelprojektion von Tissot, vgl. Paris C. R. 51 (1860),
p- 964. Xin Beispiel ihrer Anwendung ist die Ubersichtskarte von Osterreich-
Ungarn in 1:900000 des milit.-geogr. Instituts. J. Frischauf gibt an, daB man
die genannte Projektion erhiilt, wenn man in den Formeln fiir Lamberts kon-
forme Kegelprojektion die auftretenden Funktionen in Potenzreihen bis zu den
Gliedern 3. Ordnung entwickelt. Dabei ist aber vorauszusetzen, daB bei der
konformen Kegelprojektion der Parallelkreis d,, in dem der Kegel beriihrt
(vgl. Nr. 7b), richtig gewithlt wird.
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schmaler Zonen zwischen Parallelkreisen oder schmaler Kugelzweiecke
durchfiihren.

Um einen Vergleich der hier geschilderten Abbildungsart mit der
Bonneschen Projektion zu geben, sei angefiihrt, daB bei der Carte de
France in Bonmescher Projektion die grioBte Winkelveriinderung 18
und die griofite Lingenverzerrung .l betrigt; bei einer geeignet ge-
wihlten Projektion von der Art der in dieser Nummer beschriebenen
wiirden die entsprechenden Verzerrungen 257 und 5 sein. Bildet
man Spanien in Bonnescher Projektion ab, so sind die maximalen
Verzerrungen 127 fiir die Winkel und 0,0018 fiir die Lingen; fiir
Tissots kompensative Kegelprojektion wiirden die entsprechenden Ver-
zerrungen 4 und 0,0013 betragen. ¢

13. Alligemeines iiber die winkeltreuen Abbildungen. Pro-
jektionen von Tschebyschoff, Peirce und August. Die allgemeine
Lehre von den winkeltreuen Abbildungen spielt in der KFunktionen-
theorie und bei vielen Anwendungen physikalischer Natur eine wichtige
Rolle und wird deshalb an anderen Stellen der Encyklopidie ausfiihr-
lich behandelt®!); hier soll deshalb nur kurz auf sie eingegangen werden.

Historisch sei zuniichst bemerkt, daB J. . Lamber/®?) sich zuerst
mit der allgemeinen Aufgabe beschiiftigt hat, die Kugel winkeltreu
auf die Ebene abzubilden. Er leitet die zugehorige Differential-
gleichung ab, findet mit ihrer Hilfe aufler schon bckannten (stereo-
graphische und Mercator-Projektion) einige neue winkeltreue Pro-
Jektionsarten, gibt aber keine allgemeine Losung der Aufgabe. oJ. L.de
Lagrange®®) hat dann allgemein die Aufgabe geldst, eine beliebige
Rotationsfliiche konform auf die Ebene abzubilden oder, was auf das-
selbe hinausliuft, zwei beliebige Rotationsflichen konform auf ein-
ander abzubilden; endlich hat C. I Gawuf3®*) die allgemeine konforme
Abbildung einer belichigen Fliche auf eine anderc beliehige Fliche
bestimmt. .

Um cine beliebige Rotationsfliche konform auf die Ebene abzu-
bilden, ist es zweckmiBig, an Stelle der Breite ¢ oder ihres Kom-

91) Vgl. IIB 1 Allgemeine Theorie der analytischen Funktionen, Nr. 5, 21 u. f.
(W. I. Osgood).

92) Land- und Himmelscharten, Abschnitt [V big VIL

93) Sur la construction des cartes géographiques, Berlin Mém. Acad. 1779,
p- 161,

94) Allgemeine Auflésung der Aufgabe: Dio Teile einer gegebenen Fliche
auf einer anderen gegebenen Fliche so abzubilden, dafi die Abbildung dem Ab-
gebildeten in den kleinsten Teilen #hnlich wird, Astron. Abh., herausg. von
H. C. Schumacher, 3. Heft, Altona 1825, p. 5.

e B




288 V11, 4. R. Bourgeois-Ph. Furtwingler. Kartographie.

plements &, d. h. des Winkels der Flachennormalen mit der Rotations-
achse, eine neue Veriinderliche £ durch die Gleichung®):

R
Y do,

e
0

wo R und r die Kriimmungsradien im Meridian und Parallelkreis be-
deuten, einzufithren. Durch die Kurvenscharen £ = konst. und 1 = konst.
wird dann die Rotationsfliche in unendlichkleine Quadrate zerlegt, so
daB es zur Herstellung einer konformen Abbildung geniigt, in der
Ebene zwel Kurvenscharen zu zeichnen, die die Xbene ebenfalls in
unendlichkleine Quadrate einteilen, und dicse Kurvenscharen den Kurven
£ = konst. und i = konst. auf der Rotationsfliche entsprechen zu
lassen. Geometrisch bedeutet & die Lingendifferenz der Schnittpunkte
einer Loxodrome mit Aquator und Parallelkreis ¢, die den Winkel
zwischen Meridian und Parallel halbiert.

Sind nun 2 und y rechtwinklige Koordinaten in der Ebene, so
lauten die Bedingungen fiir winkeltreue Abbildung:

éx dy odx oy

9ET 01 or T 9’

oder durch Elimination von y

o'z | 0w
s o=
Diese Gleichungen sind entsprechend dem oben entwickelten allgemeinen
Gedankengange vollstindig unabhiingig von der speziellen Gestalt der
Meridiane der Rotationsfliche.
Die allgemeine Lisung dieser Gleichung wird durch

w=fE+)+fE—)
gegeben, wo f und /, willkiirliche Funktionen der beigesetzten kom-
plexen Argumente sind. Soll 2 reell werden, so miissen f und f; kon-
Jugierte Funktionen sein. Der zugehorige Wert y 1st:

) . . o
y= &+ i) —f(E—1d)}.
Das lingenverhiltnis in einem beliebigen Punkte wird:
2 T T :
TVFE+) f/E—ia).
In der angegebenen allgemeinen Losung sind natiirlich die frither be-
trachteten winkeltreuen Abbildungen als spezielle Fille enthalten; so

98) Tissot-Hammer, p. 95 und p. 198.

e s s . i L — .
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ergibt sich z. B. fiir die Mercatorprojektion
x4 iy=—%&-+id, oder w=E§ y=2=2

Man kann die Verfigbarkeit iiber die Funktion f benutzen, um
vorgeschriebene Bedingungen durch die Abbildung zu erfiillen. an
kann z. B. verlangen, daB eine beliebige Kurvenschar der Ebene das
Bild der Meridiane oder Parallelkreise sei, ohne die Zuordnung der
einzelnen Kurven der Schar festzulegen. Die Abbildung 1aBt sich
dann stets so gestalten, daB sie winkeltreu wird.

Fiir ein abgeplattetes Rotationsellipsoid, dessen Meridianellipse
die numerische Exzentrizitit e besitzt, ergibt sich, wenn Glieder mit ¢*
vernachlissigt werden:

J
£ = lgn cotg — — €?cos d.
g g5

Fiir die Erde ist ¢ = 0,0068; man erkennt daraus, daB man bei unseren
Abbildungen die Erde als sphiirisch betrachten kann.

Im AnschluB an die allgemeinen Entwicklungen seien einige frither
noch nicht erwihnte winkeltreue Abbildungen kurz genannt, die
Projektionen von P. L. Tschebyschoff, von C. 8. Peirce®) (Quincuncial-
projection) und die Projektion von A. August®™) (epizylloidische Pr.).
Tschebyschoff®®) bestimmt die in der allgemeinen Ldosung auftretende
willkiirliche Funktion so, daB die Lingenverzerrung in dem abzubil-
denden Gebiet ein Minimum wird. Peirce benutzt zur Darstellung der
rechtwinkligen Koordinaten in der Ebene elliptische TFunktionen. Ein
Vorzug seiner Abbildung ist, daB bei Abbildung der Vollkugel nur
6,69, der Kugeloberfliche mit einem Lingenverhiiltnis grofer als 2
abgebildet werden, wihrend der entsprechende [Flichenteil bei der
Mercatorprojektion und besonders bei der stercographischen erheblich
groBer ist. August bildet die gesamte Kugelfiiche auf das Innere
einer Epizykloide ab, die durch Rollen cines Kreises vom Halbmesser ',
auf einem solchen vom Halbmesser 1 entstcht.

96) Amer. Journ. Math. 2 (1879), p. 394. Angewandt bei Th. von Oppolzer,
Syzygientafeln fir den Mond, Leipzig 1881 Vgl auch Pierpont, Amer. Journ.
Math. 18 (1896), p. 1456; G. Holzmiiller, Zeitschr. t. lateinlose Schulen 7 (1896),
p. 332; Siebeck, J. f. Math. 57 (1860), p. 359

97) Zeitschr. Ges. Erdk. 9 (1874), p. 1.

98) Pétersb. Acad. sci. bull. 14 (1856), p. 257 = Oeuvres 1, p. 231.  Tscheby-
schoff’ untersucht auch, welche Gestalt oin Land haben mufB, damit die winkel-
treuen Kreisnetze von Lagrange (Nr. 11) die beste Abbildung liefern. Man vgl. ferner
D. A. Grave, Uber die Grundaufgaben der mathematischen Theorie der Karten-
projektion, Petersburg 1896, Abschnitt IV (russisch); C. R. ass. frang. avanc. sci.,
Caen 1894 und Carthage 1896. A. Markoff, Pétersb. Acad. sci. Bull. 1895, p. 1717,

O O SR




	O01121-1
	O01121-2
	O01121-3
	O01121-4
	O01121-5
	O01121-6
	O01121-7
	O01121-8
	O01121-9

